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Korrelation, Kausalitat und Regression

Zusammenhange werden in den verschiedenen Bereichen der Mathematik adressiert,
beispielsweise bei funktionalen Zusammenhangen aber auch in der Statistik. AuBerhalb der
Mathematik wird der Begriff ebenso vielfaltig verwendet, wie die folgenden Zitate verdeutlichen:

»Je starker Unternehmen sich wandeln, desto nachhaltiger werden sie“ (Bertelsmann
Stiftung, 2024),

»Klimawandel fuhrt zu weltweiten Einkommensverlusten“ (Tagesschau, 2024),

»Einer Analyse zufolge verschlimmerte die Erderwarmung den Starkregen um bis zu zehn
Prozent“ (n-tv, 2024).

Alle drei Zitate adressieren die allgemeine Frage: ,,Inwieweit hangen die zwei GroBen X und Y
zusammen?®. Die differenzierte und umfassende Beantwortung dieser Frage fuhrt unweigerlich
zu den (mathematischen) Begriffen Korrelation, Kausalitat und Regression, die nicht nur mit
dem Begriff des Zusammenhangs in Verbindung stehen, sondern auch untereinander eng
verflochten sind.

1. Korrelation

s=] Ausdem LehrplanPLUS:

=—=| .Sie berechnen die Werte von Korrelationskoeffizienten und interpretieren diese als
MaB fur den Zusammenhang zweier GroBen. Dass bei der Betrachtung dieses
Zusammenhangs Fehlinterpretationen auftreten kdnnen (z. B. Simpson-Paradoxon),
weisen sie anhand von geeigneten Beispielen graphisch und rechnerisch nach.“

Der Begriff der Korrelation beschreibt einen Zusammenhang zwischen zwei oder mehr
Variablen'. Die Korrelation gibt somit an, inwieweit eine Anderung in einer Variablen mit einer
Anderung in einer anderen Variablen einhergeht?. Wahrend im Allgemeinen Variablen auch
nicht-linear zusammenhangen kdnnen, beschrankt sich der Begriff der Korrelation im
allgemeinen Sprachgebrauch oftmals auf lineare Zusammenhange — also solche, welche sich
naherungsweise durch eine lineare Funktion beschreiben lassen. Im Falle eines nicht-linearen
Zusammenhangs kann man abgrenzend von kurvi-linearen Zusammenhangen bzw. nicht-
linearen Korrelationen sprechen?®. Kurvi-lineare Zusammenhéange konnen dabei beliebige
funktionale Zusammenhange aufweisen, die einer Kurve folgen. Bei Verwendung des Begriffs
Korrelation ist daher aus dem Kontext zu schlieBen, ob damit nur lineare oder allgemeinere
Zusammenhange gemeint sind. Im Folgenden wird der Begriff Korrelation in seiner allgemeinen
Form genutzt.

1.1. Graphische Uberpriifung einer Korrelation

Hat man Daten gegeben, so ist es flur die Analyse der Korrelation wichtig, zunachst erste
Vermutungen Uber die Art (linear bzw. kurvi-linear) und Starke des Zusammenhangs zwischen

"Kuckartz et al. (2013)
2Schafer (2010)
3 Schafer (2016)
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den Variablen auf Basis des visuellen Eindrucks der Datenpunkte in einem Streudiagramm
aufzustellen®. Die Starke beschreibt dabei, wie gut die Datenpunkte auf einer (gegebenenfalls
nicht-linearen) Kurve liegen.

Im linearen Fall liegt eine positive Korrelation vor, wenn die Datenpunkte um eine Gerade mit
positiver Steigung herum liegen, und eine negative Korrelation, wenn die Datenpunkte um eine
Gerade mit negativer Steigung herum liegen. Je weniger die Datenpunkte um die Gerade herum
»Streuen®, desto starker ist die Korrelation. Neben der graphischen Betrachtung kann die Starke
der Korrelation im linearen Fall auch rechnerisch ermittelt werden — namlich mithilfe des
Korrelationskoeffizienten.

1.2. Berechnung des Korrelationskoeffizienten

Im Falle eines linearen Zusammenhangs lasst sich die Starke der Korrelation mathematisch
mithilfe des sogenannten Korrelationskoeffizienten r (nach Bravais-Pearson) ausdricken.

Um den Korrelationskoeffizienten zu bestimmen, wird das Konzept der Kovarianz s, benotigt.
Diese beschreibt den empirischen Zusammenhang der beiden Variablen x und y. Fir die
Berechnung werden die Datenpunkte (x;,y;) bis (xy, yy) und die jeweiligen arithmetischen
Mittel x, y betrachtet. Es gilt:

N
1 _ _
Sy =7 ) (=D i =)
i=1
Betrachtet man die Definition der Kovarianz lasst sich erkennen, dass diese dimensionsbehaftet
ist, also die GroBe der Kovarianz abhangig von der MaB3einheit ist.

Um dieses Problem zu umgehen, wird die Kovarianz normiert durch Division durch die
Standardabweichungen s, = /sy, unds,, = /s,

1 N
SJ% = Syx = Nz (xi - x)z
i=1

Dieses normierte MaB heif3t Korrelation. Es gilt:

Sxy
Sx * Sy

Tay

Dabeisind s, und s, die jeweiligen Standardabweichungen. Der Wert 1, heiBt
Korrelationskoeffizient. Dieser ist dimensionslos und es gilt |rxy | < 1. Dabei kann der
Korrelationskoeffizient positiv, negativ, oder gleich null sein. Bei einem positiven
Korrelationskoeffizient liegen die Datenpunkte um eine Gerade mit positiver Steigung. Bei einem
negativen Korrelationskoeffizient liegen die Datenpunkte um eine Gerade mit negativer Steigung.
Je groBer |rxy|, desto kleiner ist die Abweichung der Datenpunkte von einer gedachten Geraden
(sog. Trendgerade).®

4 Fox (2000)
5Vgl. Scheid und Vogl (2021)
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Abbildung 1: Datenpunkte mit unterschiedlichen Korrelationskoeffizientenar = 1,
br=0,cr=-1,dr=0

1.3. Interpretation des Korrelationskoeffizienten

Der Korrelationskoeffizient gibt nur die Starke des linearen Zusammenhangs an. Ist |rxy| =0,
lasst sich daraus nicht schlieBen, dass es keinen statistischen Zusammenhang zwischen den
Daten gibt, es gibt lediglich keinen linearen Zusammenhang; es kdnnen aber andere funktionale
Zusammenhange bestehen, beispielsweise quadratische (Abbildung 1d). Zudem impliziert ein
hoher Korrelationskoeffizient nicht, dass ein linearer Zusammenhang vorliegt. Deshalb sollte
immer zunachst graphisch uberprift werden, ob ein linearer Zusammenhang naheliegt.

Die Interpretation des Werts des Korrelationskoeffizienten hangt sehr stark vom jeweiligen
Forschungsgebiet ab®. Eine mogliche Faustregel bietet Cohen’, der die Werte folgendermaBen
interpretiert: Flr |r| < 0,1 liegt kein linearer Zusammenhang vor, fir 0,1 < |r| < 0,3 ein geringer,
far 0,3 < |r| < 0,5 ein mittlerer und fur |r| = 0,5 besteht ein starker linearer Zusammenhang. Je
groBer der Betrag des Korrelationskoeffizient rist, desto kleiner ist die Abweichung der
Datenpunkte von einer gedachten Geraden (sog. Trendgerade).

Die Starke eines nicht-linearen Zusammenhangs lasst sich nicht direkt durch einen solchen
Koeffizienten angeben.

0 Auf den Punkt:

e Korrelation ist ein statistisches MaB zur Beschreibung der Beziehung zweier Variablen.
Im allgemeinen Sprachgebrauch bezeichnet Korrelation meist einen linearen
Zusammenhang.

e Der Korrelationskoeffizient gibt die Starke des linearen Zusammenhangs zweier
Variablen an.

2. Kausalitat

=] Ausdem Lehrplan PLUS:
=] .Sie berechnen die Werte von Korrelationskoeffizienten und interpretieren diese als
MaB fur den Zusammenhang zweier GroBen. Dass bei der Betrachtung dieses

6 Rasch et al. (2021)
7Cohen (1988)
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Zusammenhangs Fehlinterpretationen auftreten kénnen (z. B. Simpson-Paradoxon),
weisen sie anhand von geeigneten Beispielen graphisch und rechnerisch nach.”

Besteht eine Korrelation zwischen zwei Variablen, so stellt sich die Frage, ob diese einander
auch beeinflussen, d.h. in einem kausalen Zusammenhang stehen. Ein kausaler
Zusammenhang bzw. eine Kausalitat ist eine Ursache-Wirkungs-Beziehung?. Sie steht in einem
Abhangigkeitsverhaltnis zu Korrelation: Aus Kausalitat folgt Korrelation, aber (im Allgemeinen)
nicht umgekehrt. Mathematisch ausgedruckt heiBt das, dass Korrelation eine notwendige, aber
keine hinreichende Bedingung fur Kausalitat ist®. Denn Drittvariablen konnen Einflisse auf die
Korrelation besitzen'®, das heiBt anstelle eines kausalen Zusammenhangs sind fir eine
Korrelation zwischen zwei Variablen auch alternative Erklarungen denkbar. Abbildung 2 zeigt
dabei zwei wesentliche, jedoch nicht alle méglichen Falle von alternativen Erklarungen fur eine
Korrelation ohne eine Kausalitdt zwischen den Variablen x und y. Zum einen konnte x lediglich
kausal auf eine dritte Variable z wirken (ggf. auch auf mehrere), welche wiederum auf y wirkt,
sodass keine direkte Ursache-Wirkungs-Beziehung zwischen x und y besteht. Man spricht in
diesem Fall von einer intervenierenden Variablen z. Zum anderen kdnnte eine Drittvariable z
die beiden Variablen x und y beeinflussen, wodurch eine Korrelation zwischen letzteren
zustande kommt (Scheinkorrelation).

DD TS

a b

Abbildung 2: Mégliche Wirkungszusammenhénge, bei der die Variablen x und y
korrelieren, aber nicht kausal zusammenhéangen, sondern durch eine Drittvariable z
beeinflusst werden a Intervenierende Variable b Scheinkorrelation

Solche alternativen Erklarungen mussen ausgeschlossen werden, um von einer Korrelation auf
eine Kausalitat schlieBen zu kénnen'. Konkret sind flir Kausalitat neben einer Korrelation zwei
weitere Bedingungen zu Uberprifen’s.

Die erste Bedingung drlickt aus, dass die verursachende Variable zeitlich vor der beeinflussten
Variable auftreten muss. Damit wird insbesondere auch eine umgekehrte Wirkrichtung zwischen
den beiden Variablen ausgeschlossen. Diese naheliegende Eigenschaft verleiht dem Begriff der
Kausalitat eine zeitliche Dimension.

Die zweite Bedingung bedeutet (vereinfacht), dass es keine Drittvariable geben darf, sodass die
Beziehung zwischen den beiden urspringlichen Variablen verschwindet, wenn die Drittvariable

8 Weiber & Miihlhaus (2014)
% Kuckartz et al. (2013)

0 Schafer (2016)

" Rasch et al. (2021)

2 Kuckartz et al. (2013)

3 Kenny (1979)
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kontrolliert bzw. entfernt wird. Die Beziehung darf sich also nicht nur durch die Drittvariable
~erklaren“ oder verandern lassen.

0 Auf den Punkt:
[ ]

Eine Kausalitat bezeichnet eine Ursache-Wirkungs-Beziehung zwischen zwei Variablen.

e Um eine Kausalitat nachzuprufen, mussen zusatzlich zu einer Korrelation zwei
Bedingungen erfullt sein. Eine Korrelation allein, liefert keine Aussage Uber Kausalitat
(z.B. Scheinkorrelation).

3. Regressionsanalyse

=—] Ausdem LehrplanPLUS:
EE »Die Schulerinnen und Schiler [...] erldutern anhand von Streudiagrammen die
Grundidee der linearen Regression und stellen Gleichungen von Regressionsgeraden

auf, um Werte von Variablen im Sinne einer Vorhersage zu schatzen.”

Nun stellt sich abschlieBend die Frage, mit welchen statistischen Verfahren der Zusammenhang
zwischen Variablen bzw. der Einfluss einer Variable auf die andere quantifiziert werden kann. Ein
zentrales Instrument zur Untersuchung solcher Zusammenhange ist die Regressionsanalyse.
Sie ist eng verknUpft mit der Korrelation, aber erlaubt nicht nur die Starke und Richtung des
Zusammenhangs zwischen zwei Variablen zu bestimmen, sondern auch die Werte einer
Variablen zu nutzen, um die Werte der zweiten Variablen (auf Grundlage von Daten) zu
ermitteln’®. Die Durchflihrung einer Regression kann somit verschiedene Ziele besitzen. Daten
konnen retrospektiv analysiert werden, um Trends und Muster zu identifizieren. Prognostische
Analysen ermoglichen die Vorhersage zukunftiger Trends oder Ereignisse basierend auf Daten,
wenn auch mit Unsicherheit.

Als Voraussetzung fur eine Regressionsanalyse muss ein Abhangigkeitsverhaltnis zwischen den
beiden Variablen vorliegen, d.h. eine (unabhangige) Variable hat einen Einfluss auf die
(abhangige) Variable. Zudem wird angenommen, dass sich die Datenpunkte naherungsweise —
das heiBt bis auf einen kleinen zufélligen Fehler — durch eine Funktion f mity = f(x) darstellen
lassen. Dabei bezeichnet x die unabhangige Variable, welche die abhangige Variable y
beeinflusst. Um diese Abweichung darzustellen, wird die Regressionsgleichung durch den
Fehlerterm e erganzt. Grundsatzlich kdonnen verschiedene Funktionstypen gewahlt werden.

3.1. Einfache lineare Regression

Bei einer einfachen linearen Regression geht man zum Beispiel davon aus, dass sich die
Datenpunkte naherungsweise durch eine Gerade beschreiben lassen. Diese soll nun so
bestimmt werden, so dass sie ,,gut“ zu den tatsachlichen Datenpunkten ,,passt“. Wir erhalten
die folgende Regressionsgleichung:

y=mx+t

y ist der abhangige Variablenwert (der zu schatzende Wert oder die Zielvariable), x ist der
unabhangige Variablenwert (der Zeitpunkt oder die Beobachtungsperiode), m ist die Steigung

4 Schafer (2016)
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der Geraden, die den Anstieg des Trends darstellt, und t ist der y-Achsenabschnitt, der den
Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse reprasentiert’®.

Mit dem Fehlerterm erhalten wir die folgende Gleichung:
y=mx+t+e
mitm,t € R.

Das Ziel der linearen Trendschatzung besteht darin, die Werte von m und t zu finden, die am
besten die Beziehung zwischen den unabhangigen und abhéngigen Variablen in den Daten
beschreiben.

Ein Verfahren hierfir ist die Methode der kleinsten Quadrate.

3.1.1.

Eine Methode der linearen Regression ist die Methode der kleinsten Quadrate, bei der die
Summe der quadrierten Abweichungen zwischen den beobachteten Datenpunkten, genauer
den Werten der abhangigen Variablen, und den geschatzten Werten minimiert wird.

Methode der kleinsten Quadrate

9

8 (:{"21 y?)

7 T4, Y1)

s («T»'la Y1)

3 (I':s, 1)

-1

Abbildung 3 Applet Methode der kleinsten Quadrate; Verfligbar unter https://www.dimu.mathematik.uni-
wuerzburg.de/ (Bivariate Daten — Zusammenhang und Regression, Abb. 25)

Fur N Datenpunkte (x;, y;) soll also

N
S(m,t) = z (mx; +t —y;)?
i=1

minimiert werden. Dabei sind mx; + t die durch die Regression geschéatzten Werte.

Rechnerisch wird das Minimum des obigen Terms mithilfe der Ableitung bestimmt. Man leitet
separat nach m und t ab, setzt beide Terme gleich 0 und lést nach m und t auf.

5 Scheid und Vogl (2021)
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1)
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Ableitung nach m:

N
Simy =2 (mxg+ ¢ =y (D

Ableitung nach t:

N
Sn(®) =2 ) (x+t—y) (D
i=1

Wir setzen beide Ableitungen gleich 0 und l&sen (ll) nach t auf:

N
ZZ(mxi+t—yi)xi=0 |:2

= me +tx;—yix; =0

N N
o melz +Z tx; — Zylxl 0
i=1 i=1 i=1
N N N
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N N
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<:>Nt=2yi—m2xi |: N
i=1 i=1
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N

S t=

W|r setzen den letzten Ausdruck in ( ) ein und losen nach m auf:

m x+ =17 =17 X x; =0
ot o (B zyu

N N
z : P— i 2ui=1Xi x : :
m xiz +Zl—1yl 21—1 i (Z =1 yix; = 0
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N 2 N
YL x; YLyl x
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=

i=1
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' l N . yl l N
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Wir ersetzen Y, x; durch Nx und Y, y; durch Ny, wobei ¥ und ¥ die arithmetischen Mittel

der Datenpunkte sind. Damit ist

YN x;
m = §V=1yixi_ l 1yl =1 l_ NZ{Vlyixi—NZJZ}_/
- 2
N x?— (Z ) N, xf — (ZX, %)
l=
und
‘= =1Yi—mYEiLix; _ Ny —mNx _ oz
N N Y
3.1.2. Gute einer linearen Regression

Das BestimmtheitsmaB oder Determinationskoeffizient R? gibt die Genauigkeit einer
Regressionsbeziehung an. Er ist der Anteil der sogenannten erklarten Varianz an der
Gesamtvarianz:

Dabei ist J die Variable, welche die (durch die Regression) ermittelten Werte der abhangigen
Variablen angibt. Die erklarte Varianz sy die Varianz von j.

Im einfachen linearen Modell gilt R? = r;3,.

Gilt R? = 1, so lasst sich die gesamte Variation in einer Variablen durch die Verdnderung der
anderen Variablen erkldren. Liegt R? hingegen nahe 0, so stellt die Trendgerade keine gute
Anpassung an die Daten dar.

=§ Vertiefung: Nicht lineare Modelle

Fur nicht-lineare Modelle stellt das BestimmtheitsmaB im Allgemeinen kein adaquates
Gutekriterium dar, weshalb die graphische Veranschaulichung hier von groBer Bedeutung ist.
Insbesondere sollte ein spezifisches nicht-lineares Modell nach Moéglichkeit theorie- bzw.
forschungsbasiert ausgewahlt und begriindet werden. Ist dies aufgrund fehlender oder
widerspruchlicher Vorarbeiten nicht moglich, bietet die (einfache) nichtparametrische
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Regression eine induktive Moglichkeit zur Modellgenerierung'®. Rechnerisch lassen sich
nicht-lineare Modelle mit Hilfe von allgemeineren KenngroBen wie dem AIC oder BIC
vergleichen', die aufgrund ihrer Komplexitat hier aber nicht naher erlautert werden.

In manchen nicht-linearen Modellen besteht allerdings auch die Moglichkeit, die Variablen
(im zulassigen Wertebereich) so zu transformieren, dass zwischen den beiden Variablen eine
lineare Regression durchgefiihrt wird und deren Vorteile genutzt werden konnen'.

=e Vertiefung: Konfidenzintervalle

Die Korrelations- und Regressionsanalyse sind Techniken, die dazu verwendet werden,
Beziehungen zwischen Variablen zu analysieren und Schatzungen fur Parameter abzuleiten.
Die Parameter werden jedoch auf der Grundlage der jeweiligen Stichprobe bestimmt und
entsprechen nicht unbedingt dem exakten wahren Wert der Gesamtpopulation. Ein
Konfidenzintervall ergdnzt daher die Schatzungen der Parameter, indem es Informationen
Uber die Unsicherheit oder Genauigkeit dieser Schatzungen liefert.

0 Auf den Punkt:
[ ]

Die lineare Regression ist ein statistisches Verfahren, mithilfe dessen eine lineare
Funktion ermittelt wird, die die Daten maoglichst gut erklart.

e Die Methode der kleinsten Quadrate ist ein Verfahren, das die optimalen Werte der
Parameter in der Geradengleichung ermittelt.

e Die Gute der Anpassung an die Datenpunkte kann mithilfe des BestimmtheitsmaBes
Uberpruft werden.

16 Fox (2000)
7 Schneider (2020)
'8 Backhaus et al. (2021)
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